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B£ng kþ hi»u

H khæng gian Hilbert thüc

∇f gradient cõa h m sè, grad f

∇2f Hessian cõa h m sè f v  l  ma trªn cï n× n
‖A‖ chu©n Euclid cõa ma trªn A

λ(A) c¡c gi¡ trà ri¶ng cõa A

A ≥ 0 ma trªn nûa x¡c �ành d÷ìng

A > 0 ma trªn x¡c �ành d÷ìng

x∗ �iºm cüc tiºu hay cüc tiºu

f(x∗) gi¡ trà cüc tiºu
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Mð �¦u

Th¸ giîi �ang b÷îc v o Cuëc c¡ch m¤ng khoa håc l¦n thù t÷ vîi AI

(Artifical Intelligence - Tr½ tu» nh¥n t¤o) v  IoT (Internet of Things -

Internet v¤n vªt) �em �¸n nhúng �ët ph¡ b§t ngí v· cæng ngh». Vai trá

cõa nâ �èi vîi mët quèc gia, mët vòng l¢nh thê lîn �¸n mùc �÷ñc nhªn

�ành, r¬ng ai d¨n �¦u v· cæng ngh» n y s³ chi¸n thng trong cuëc c¤nh

tranh v· cæng ngh», kinh t¸...

Trong thüc t¸, Tr½ tu» nh¥n t¤o m  cö thº hìn núa l  Håc m¡y

(Machine Learning) �¢ l  mët ng nh con ph¡t triºn tø l¥u cõa khoa håc

m¡y t½nh. Luªn v«n n y s³ x²t mët b i to¡n nhä trong l¾nh vüc rëng lîn

n y d÷îi gâc �ë to¡n håc, �â l  Håc �ë t÷ìng tü.

Trong mët khæng gian Euclide, hay têng qu¡t hìn l  trong mët khæng

gian metric, kh¡i ni»m kho£ng c¡ch �÷ñc dòng �º �o kho£ng c¡ch giúa

hai �èi t÷ñng. �èi t÷ñng l  tròng nhau n¸u kho£ng c¡ch b¬ng 0, ð g¦n

nhau n¸u kho£ng c¡ch nhä v  xa nhau n¸u kho£ng c¡ch lîn.

B¥y gií, ta x²t mët tªp hñp têng qu¡t hìn nh÷ tªp c¡c h¼nh chöp

m°t ng÷íi, hay tªp c¡c v«n b£n. Gi£ sû ta câ thº bi¸n �êi c¡c �èi t÷ñng

�â th nh c¡c �èi t÷ñng to¡n håc nh÷ v²c tì ho°c ma trªn. Ta c¦n ph£i

x¥y düng mët ph²p �o �º câ thº ph¥n bi»t �÷ñc hai nhâm �èi t÷ñng

t÷ìng tü nhau v  kh¡c nhau. V· m°t �ành l÷ñng, hai �èi t÷ñng t÷ìng

tü nhau n¸u câ kho£ng c¡ch (theo ph²p �o vøa �÷ñc x¥y düng) nhä v 

hai �èi t÷ñng kh¡c nhau s³ câ kho£ng c¡ch lîn.

C¥u häi ti¸p theo l  x¥y düng ph²p �o �â nh÷ th¸ n o? Þ t÷ðng tü
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nhi¶n l  kh¡i qu¡t hâa kho£ng c¡ch Euclide. Ta câ vîi x, y ∈ Rn th¼

‖x− y‖E =

√
‖x− y‖2 =

√
(x− y)T (x− y) =

√
(x− y)T I(x− y),

trong �â I l  mët ma trªn �ìn và. B¥y gií, ta thay I b¬ng mët ma trªn

�èi xùng nûa x¡c �ành d÷ìng A v  �ành ngh¾a

‖x− y‖A =
√

(x− y)TA(x− y). (0.0.1)

L÷u þ r¬ng khi �â (0.0.1) ch¿ l  mët gi£ kho£ng c¡ch, tùc l  hai �iºm

kh¡c nhau câ thº câ kho£ng c¡ch b¬ng 0. Nh÷ vªy, vi»c x¥y düng kho£ng

c¡ch �÷ñc quy v· vi»c t¼m mët ma trªn �èi xùng nûa x¡c �ành d÷ìng.

N¸u khæng câ gñi þ g¼ th¼ �¥y l  mët b i to¡n khæng câ líi gi£i. Ð

gâc �ë Håc m¡y, muèn m¡y ph¥n bi»t �÷ñc th¸ n o l  hai �èi t÷ñng

l  t÷ìng tü, th¸ n o l  khæng t÷ìng tü th¼ ta ph£i d¤y nâ. Thæng tin

gñi þ ð �¥y l  vi»c cho tr÷îc hai tªp con S v  D cõa khæng gian c¡c

�èi t÷ñng (gi£ sû l  Rn) m  trong �â S chùa nhúng �èi t÷ñng t÷ìng tü

nhau, cán D chùa nhúng �èi t÷ñng khæng t÷ìng tü. Mët ph²p �o tèt,

trong tr÷íng hñp n y �°c tr÷ng bði ma trªn A, ph£i thäa m¢n ba �i·u:

i) Kho£ng c¡ch giúa c¡c �èi t÷ñng thuëc S theo ma trªn A c ng nhä

c ng tèt;

ii) Kho£ng c¡ch giúa c¡c �èi t÷ñng thuëc D theo ma trªn A ph£i t÷ìng

�èi lîn;

iii) Ma trªn A ph£i thäa m¢n c¡c �i·u ki»n �º x¥y düng �÷ñc gi£ kho£ng

c¡ch, tùc l  A ph£i �èi xùng v  nûa x¡c �ành d÷ìng.

Nhúng gñi þ tr¶n �¢ d¨n �¸n b i to¡n tèi ÷u sau:

argmin
A

∑
(xi,xj)∈S

‖x− y‖2
A (0.0.2)

sao cho ∑
(xi,xj)∈D

‖x− y‖A ≥ 1, A ≥ 0. (0.0.3)
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Möc �½ch cõa �· t i l  tr¼nh b y vi»c gi£i b i to¡n tèi ÷u n£y sinh

trong håc �ë t÷ìng tü (0.0.2), (0.0.3).

Nëi dung cõa �· t i luªn v«n �÷ñc tr¼nh b y trong hai ch÷ìng.

Ch÷ìng 1. B i to¡n tèi ÷u trong khæng gian húu h¤n chi·u

Nëi dung ch½nh cõa ch÷ìng n y l  c¡c ki¸n thùc v· tèi ÷u hâa. Chóng

tæi nhc l¤i mët c¡ch sì l÷ñc c¡c kh¡i ni»m cì b£n cõa b i to¡n tèi ÷u

v  mët sè ph÷ìng ph¡p cho b i to¡n tèi ÷u khæng r ng buëc. Trong �â,

chóng tæi �i s¥u v o tr¼nh b y chi ti¸t ph÷ìng ph¡p chi¸u gradient s³

dòng ð Ch÷ìng 2. T i li»u tham kh£o ch½nh cho ch÷ìng n y l  [2], [4].

Ch÷ìng 2. B i to¡n håc �ë t÷ìng tü

Trong ch÷ìng n y, luªn v«n tr¼nh b y nhúng chõ �· kh¡i qu¡t v· b i

to¡n håc �ë t÷ìng tü. Sau �â, chóng tæi �i v o tr¼nh b y chi ti¸t b i

to¡n Håc �ë t÷ìng tü theo lo¤t. Cán mët sè chõ �· r§t thó và kh¡c nh÷

Håc �ë t÷ìng tü online, Håc �ë t÷ìng tü düa tr¶n lþ thuy¸t thæng tin

�¢ khæng thº �÷ñc tr¼nh b y do khuæn khê câ h¤n cõa luªn v«n công

nh÷ sü h¤n ch¸ v· thíi gian v  n«ng lüc. Sau còng, ch÷ìng n y tr¼nh

b y ph÷ìng ph¡p chi¸u gradient cho B i to¡n håc �ë t÷ìng tü v  v½ dö

sè minh håa cho ph÷ìng ph¡p �â. Ch÷ìng n y tham kh£o c¡c t i li»u

[3], [5].

Luªn v«n �÷ñc ho n th nh t¤i Tr÷íng �¤i håc Khoa håc - �¤i håc

Th¡i Nguy¶n. Trong qu¡ tr¼nh håc tªp v  thüc hi»n luªn v«n n y, Tr÷íng

�¤i håc Khoa håc �¢ t¤o måi �i·u ki»n tèt nh§t �º t¡c gi£ håc tªp,

nghi¶n cùu. T¡c gi£ xin �÷ñc b y tä láng bi¸t ìn ch¥n th nh �¸n c¡c

th¦y, cæ trong khoa To¡n - Tin, trong Tr÷íng �¤i håc Khoa håc - �¤i

håc Th¡i Nguy¶n. �°c bi»t, t¡c gi£ xin b y tä láng bi¸t ìn s¥u sc tîi

TS. Nguy¹n Thanh Sìn - Ng÷íi �¢ tªn t¼nh h÷îng d¨n t¡c gi£ ho n
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th nh luªn v«n n y.

T¡c gi£ công xin �÷ñc gûi líi c£m ìn tîi Ban gi¡m hi»u tr÷íng THPT

Nguy¹n �«ng �¤o v  tªp thº c¡c th¦y cæ gi¡o trong tê To¡n-Tin cõa

Tr÷íng �¢ t¤o �i·u ki»n gióp �ï t¡c gi£ trong thíi gian t¡c gi£ tham

gia håc cao håc.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 04 n«m 2019

T¡c gi£ luªn v«n

Tr¦n V«n Ph÷ñng
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Ch÷ìng 1

B i to¡n tèi ÷u trong khæng gian

húu h¤n chi·u

Nëi dung ch½nh cõa ch÷ìng n y l  c¡c ki¸n thùc v· tèi ÷u hâa. Chóng

tæi nhc l¤i mët c¡ch sì l÷ñc c¡c kh¡i ni»m cì b£n cõa b i to¡n tèi ÷u v 

mët sè ph÷ìng ph¡p cho b i to¡n tèi ÷u bao gçm b i to¡n khæng r ng

buëc v  b i to¡n câ r ng buëc. Trong �â, chóng tæi �i s¥u v o tr¼nh b y

chi ti¸t ph÷ìng ph¡p chi¸u gradient s³ dòng ð Ch÷ìng 2. T i li»u tham

kh£o ch½nh cho ch÷ìng n y l  [2], [4].

1.1 Sì l÷ñc v· b i to¡n tèi ÷u

Möc n y s³ tr¼nh b y kh¡i ni»m, k¸t qu£ cì b£n �º câ c¡i nh¼n kh¡i

qu¡t v· b i to¡n tèi ÷u.

1.1.1 B i to¡n tèi ÷u

Cho f : Rn → R. T¼m cüc tiºu �àa ph÷ìng x∗ cõa f , ngh¾a l ,

f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ Ux∗, (1.1.1)

trong �â, Ux∗ l  l¥n cªn �àa ph÷ìng n o �â cõa x∗. �º ngn gån, ta vi¸t

min
x
f(x). (1.1.2)


